Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

o (2= s 2D
B YeTTEC

Ejercicio 2B.6.2

. . . a3
5. e)é, = omo el sistema no es ortogonal, é, - &, = $#0.

«— volver

1. a) Vu = (1,—4,1), Vv = (1,0,—1), Vw = (2,1, 2). Productos punto: 1 + 0 — 1 = 0,
2-442=0,2+0-2=0: ortogonal.

2. b) [Val = V18 = 32, [Vv] = V2, [Vw| = 356, = L) 5 = (01 5 (@12

2-4+2 2-2 43\154 V2 ’
=g.6, =222 _ .y =222 — .y = 1 _
.0u,=u-¢ 32 0; u, 7 0; uy, 3 3.
4. U =3¢,
Ejercicio 2B.6.3 « volver
7=( Nyz =(1_1).z2 .7 —o

1. r”_(z’z)yrv_(z’ 2),ru r, = 0: ortogonal.

—po= [l _ 2
2. hy=h, = 1t o
3. fi=4/2u y f, = 3V2ut?

3.3 4.2
4. Vf = H2uly é, + 3V2uly é, = 8udv3 e, + eutv?é,
V2/2 J2/2

Ejercicio 2B.6.4 «— volver

1. xi+yj:pépyx2+y2:p2, asiqueﬁ:p3ép+zéz.
ap-p? 4p’

G S A

p dp dz p

3. Comprobacién en cartesianas: P = x> + xy%, Q = ¥’y + y°, R = z; P, + Oy +R, =
4x? + 4y + 1.

2. V-F=

Ejercicio 2B.6.5

«— volver

1. 7= (ucosf, vsen0, u? + v?).

or (—usenf, vcosb, 0)

2. a)ég = — = (—usenf, vcosf, 0). Su unitario es é =
%0 u?sen20 + v2 cos® 0
3. b)7, = (0, senf, 2v), asi que h,, = /sen?0 + 4v2.
cos 0 —usenf
4. ¢)Con7, = (cosf,0,2u): J=| 0 senf vcosf |.
2u 2v 0

5. Desarrollando por la primera fila: cos 8 (0 — 2v? cos 8) — 0 + (—u sen 8)(0 — 2usen ) =
2u®sen?d — 2v% cos? 6.

Ejercicio 2B.6.6 «— volver
a(rg, 2
1. 190F) =12 (r3z + r—sen@) =3rz + sen6.
r 5 I?r ror 2
10y 1
2. =— = =(-rsenf) = —sen.
r 90 r( )
oF,
3. — =-3rz.
Z»
4. V-F =3rz+senf —senf — 3rz = 0: el campo es solenoidal.
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3. Obtén la sombra R: si dice z > ¢, iguala g = c.

4. Flujo = [[p F-NdA, en polares si R es un disco.

5. Comprobacion opcional: cierra la superficie con una tapa plana, aplica Gauss y resta el
flujo de la tapa.

4B.3.4 Integral triple en cilindricas o esféricas

1. Dibuja el sélido: piso, techo y sombra.

2. Elige coordenadas: cilindricas si hay x? + y? (cilindro, cono, paraboloide); esféricas si
hay x? + y? + 2% (esfera).

3. Traduce el integrando (\/x? + y% = r) y escribe dV con su jacobiano.

4. Limites: z de piso a techo; r del centro al radio de la sombra; 6 segiin la regién. Los de
adentro pueden tener letras; el de afuera, solo nimeros.

5. Integra de adentro hacia afuera.

4B.3.5 Flujo con el teorema de Gauss (divergencia constante)

1. Comprueba que la superficie es cerrada y escribelo: «S es cerrada; por el teorema de
Gauss...».

2. Escribe P, Q y R en renglones separados.

3. Deriva P solo respecto a x, Q solo respecto a y y R solo respecto a z. Si una letra no
aparece, ese término vale 0. Suma.

4. Sila divergencia es un namero c: obtén las medidas del sélido (el radio de x2 +y? + 22 =
25 es 5) y su volumen con la tabla de 4B.1.

5. Flujo = c¢- V. Déjalo exacto, con 7.

4B.3.6 Gauss con divergencia variable

1. Calcula la divergencia; suele quedar algo como 3y + 2z, x%, 2z 0 x? + Y.

2. Simetria: quita los términos x, y (y z, en una esfera centrada) cuyo integral vale cero
por simetria.

3. Si queda una constante, multiplicala por el volumen.

4. Si queda un término como x2, %% + y2 o0 z, integra en cilindricas o esféricas (4B.3.4).

5. Si el volumen no es de tabla, calcilalo con una integral doble: V = ﬂR(z,echo = Zpiso) AA.

4B.3.7 ;Entra o sale fluido? (divergencia en cilindricas)

. Identifica F,, Fy y F,.

. Término 1: multiplica F, por r, deriva respecto a r y divide entre r.

. Término 2: deriva Fy respecto a 0 y divide entre r.

. Término 3: deriva F, respecto a z.

. Suma y evalia en el punto. Negativa: entra mas del que sale. Positiva: sale mas.
Cero: igual.

6. Atajo: ré, + z¢, es el campo xi + yj + zk, con divergencia 3.

G W DN =

4B.3.8 Campo radial unitario sobre una esfera
= [ . .2 . . .

1. F= 7 tiene divergencia 5> quenoes constante y no esta definida en el origen. No
conviene Gauss.
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3.7 xF” =(0, 0, (2e*7)(—4) — 0) = (0,0, —8¢%™), con norma 8¢~
8 21
e _ —an

4. |?’|3 = 836”, asi que k = ﬁ =
e

Ejercicio 2A.6.3

«— volver

1. 4sent =4 =t, = % Comprobacién: 1 — \/gcos% =1

2. 7' = (f8sent, V8sent, 4cost) = (2v2,2v2,0); 7" = (/8 cost, V8cost, —4sent) =
(0,0, —4).

3. a)[f'|=V8+8=4asiqueT = (Z\FZIO) (ﬁ)'
4. 7' x7" = (=82, S\E 0), con norma 16.
5
6

16
Sbk=—== 1YP=
) Normal( 1,1,0) por (1,1,4): —(x—-1)+(y—1)=0,esdecir, x—y=0.

Ejercicio 2A.6.4

«— volver

1. cost =1,sent = 0 = tj = 0. Comprobacién: 1+ 0+ 1 = 2.

2. 7’ = (—sent, cost, —sent + cost) = (0,1,1);7” = (—cost, —sent, —cost — sent) =
( 1,0,-1).

3. 7/ x7” = (1)(=1) = (1)(0), =[(0)(=1) = (D(=D)], (0)(0) = (1)(=1)) = (~1,~1,1), con
norma +/3.

_ (LD
4. a)T = T

p= Gl

V3

5. N = BxT = £((-DM - WO, ~[(=DD) = DO, (~1)(1) - (1)) = 2=,

6. b) Plano normal (L )por (1,0,2): y+(z—2) =0, es decir, y +z = 2.

Ejercicio 2A.6.5 «— volver
- =L

1. A(0,0,3) corresponde as = 0. Sea k = o

2. 7' = (3kcosks, k, —3ksenks) = (3 1,0), que ya es unitario: T= (?IF(()))'

3. 77 = (=3k%*senks, 0, —3k? cos ks) (O 0,—
1= %yN: o = (0,0,-1).

r(fs 1,0) x (0,0,—1) = (JI%O)

5. 77" = (—3k3 cosks, 0, 3k>senks) = (=3k>,0,0)

(=3k3, 9k3, 0) =

) Como s es longitud de arco, k =

zn —
( wFOO) =
9

) con norma al cuadrado — ] 000 = Too"

3 9
( 10410 10v10°
N (_L) (_L) 9
_ @iy F \Thedio/) \ U ovie) oo _ 1

[F7 x7”|? 9 9 10°
100 100

Ejercicio 2A.6.6

«— volver

1. En A(1,5,4): 4 — 3t = 1 = t = 1 (al despegar, t > 0).

"= (—6t, 0, 8) y [F’| = V3612 + 64t = 10¢.
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2. Sombra: disco 0 < r < /2,0 <0 < 27.

21 \/E
3. A:J J N1+ 4r2 rdrdo.
o Jo

V2
N [ ) et S W 7S G
' 0 12 12 6

.13
5. En 6: S

Resultado: A = 13” u?.

Ejercicio 4B.5.2 - Integral de superficie sobre un octante de esfera

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 5.

Calcule H xzdS, donde S es la porcion de la esfera x2 + y? + 22 =9 conx >0,y >0y

z2>0. s

Resolucion.

1. Parametrizacion: x = 3sen¢cosf, y = 3sen¢gsend, z = 3cos¢ph, con 0 < ¢ < %,
0<60< Z;dS=9sengdpdo.

2. xzdS = (3 sen ¢ cos 0)(3 cos ¢)(9 sen ¢) dp df = 81 sen’¢ cos ¢ cos § dp df.

/2 3
sen’¢ /2
1% gy 1,
3 10 3

/2
3. Se separa: 81J cosedé’J sen’¢cospdp = 81-1-
0

0
Resultado: 27.

Ejercicio 4B.5.3 - Flujo directo por un paraboloide

Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 5.

Calcule el flujo del campo eléctrico E= yi—xj+(z+ 1)k a través de la superficie
x% +y% + z = 2, donde z > —2. La superficie se orienta hacia la parte negativa del eje Z.

Resolucion.

1. La superficie es z = g = 2 — x> — y* y no es cerrada: Gauss no se aplica directo.

2. Normal hacia arriba: (—gy, —&y» 1) = (2x,2y,1). P_I)acia abajo: N = (—2x, -2y, —1).

3. Sobre la superficie, z+ 1 = 3 — x? — y?. Entonces E- N = —2xy + 2xy — (3 — x2 — %) =
-3 -r%).

4. Sombra: z = —2 = x? + y% = 4, disco r < 2.

27 (2 32 472
5. Flujo = J J —-B-r)rdrdd =-2rx [— ——| =-2n(6 —4) = —4r
o Jo 2 4],

6. Comprobacién con Gauss: V-E =040+ 1= 1. Se cierra con latapaz = -2,r < 2.
El volumen encerrado es IOZ ”IOZ (4 —r%)rdrd0 = 8r. En la tapa, la normal exterior es
—k y E- (=k) = —(z+1) = 1, asi que su flujo es 4. Por el paraboloide hacia afuera
(arriba): 87 — 47 = 4ur; hacia abajo, —47.

Resultado: —47 (con la orientacion hacia arriba seria 47).
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice
E.1 - Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano,
Lagrange y problemas aplicados

«— volver

Ejercicio 1.6.1

L fi=x"+3x+2=(x+1Dx+2)=0=>x=-lox=-2f,=2y+4=0=>y=-2

2. fex =2x+3, fyy =2, fxy =0, de donde D = 2(2x + 3).

3. (-1,-2):D=2>0y fyr = 1> 0, minimo relativo; f = —% + % +4-2-38 :—2—69.
4. (=2,-2): D = -2 < 0, punto silla; f = —13—4.
Ejercicio 1.6.2 « volver
1
L fi=-2x+1=0=x=3f,=2"-8=0=y=x2
2. fex = =2, fyy =4y, fry =0, de donde D = —8y.
3. (%,—2): D =16 >0y fy = —2 < 0, maximo relativo; f = —% — i +16 + % = %
1 . 125
4. (5,2): D = —-16 < 0, punto silla; f = -
Ejercicio 1.6.3 <« volver
2 5
1. fx:4x3—2x=2x(2x2—1):0=>x=00x=i§;fy:—2y+5:o=>y: 2.
2. fox =12x% =2, fy, = =2, fy, = 0, de donde D = —2(12x” — 2).
3. (0, g) D=4>0Yy fix = —2 <0, maximo relativo; f = —% + % -2= %.
4. (i‘/g g) frx =4, D =—-8 <0, puntos silla; f = 4.
Ejercicio 1.6.4 « volver
1 fe=e*C2x—x*—y?) y fy=2ye*.Comoe™ #0:y=0yx(2-x)=0.
2. Puntos criticos: (0,0) y (2,0).
3. fix =€ X(* + 3  —4x +2), fy, =27, fr, = —2ye”™.
4. (0,0): fex =2, fyy =2, fxy = 0; D = 4 > 0, minimo relativo, con f = 0.
5. (2,0): fry = —2¢72, fyy = 22, fiy=0;D = —4e™* < 0, punto silla, con f = 4e72.
Ejercicio 1.6.5 <« volver

1L fy = §x2+9x: gx(x+2):0=>x:00x:—Z;fy:4y—4:0=>y:1;
f=-2z+2=0=2z=1.

2. H = diag(9x + 9, 4, —2): A; = 9x + 9, Ay = 4(9x +9), A3 = —8(9x + 9).

3. (0,1,1): (9,36,—72), signos (+,+,—), punto silla; f =2-1-4+2+9=8.

4. (-2,1,1): (—9,-36,72), signos (—, —, +), punto silla; f = —12+2—-1+18—-4+2+9 =
14.

«— volver

Ejercicio 1.6.6
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semicono z = \/x? + y? y el plano z = 3.

Resolucion.

1. Cono mas tapa: superficie cerrada, se aplica Gauss. V - F=3.

2. Medidas: altura h = 3; en z = 3, \Jx% + y“ = 3, asi que el radio es 3.
3. V= %n(3)2(3) =97

4. Flujo=3-97.

Resultado: 277.

Ejercicio 4B.5.8 - Radio de la esfera a partir del flujo

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 6.

Sean F = xi+ yj+ ilAc y la superficie cerrada S : x? + y? + z? = a?, a > 0. Determine a
para que el flujo de F a través de S sea 327.

Resolucion.

1L V-F=3yV=2nd

2. Fluyjo=3- %na3 = 47a’.

3. 4na® =321 = @® = 8.

Resultado: a = 2 (la tnica raiz real positiva).

Ejercicio 4B.5.9 - Divergencia no constante y simetria

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 6 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Calcule el flujo de F= (xy —22)i+ (2 +y2)j+ (2% - x)ic a través de la esfera 7(0, ¢) =
(2cosfseng, 2senfsend, 2cosd).

Resolucion.

1. La parametrizacion es la esfera de raclio 2 centrada en el origen: superficie cerrada.
2. Py =y,Qy =2y, R, = 2z,asi que V- F = 3y + 2z, que no es constante.

3. Flujo =3 [ff,, ydV + 2 [[f;, zdV.

4. Labola es simétrica respecto a los planos y = 0 y z = 0: las dos integrales valen 0.

Resultado: el flujo es 0.

Ejercicio 4B.5.10 - Cilindro cortado por un plano inclinado
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 6.

Determine el flujo de F=z%In yi+2yj+e* k a través de la superficie cerrada formada
por el cilindro x? + y? = 16 limitado por los planos z = 2x + 2y + 6 y z = —2.
Resolucion.

1. Py =0 (nohayx),Q, =2, R, = 0(nohayz):V-ﬁ: 2.

2. El volumen no es de tabla: V = H [(Zx +2y+6)— (—2)] dA = ﬂ

r<d r<d
3. El disco est4 centrado en el origen: [[ xdA = [[ ydA = 0. Queda V = 8- 7(4)* = 1287.
4. Flujo = 2-1287.

Resultado: 2567.

(2x +2y+8)dA.
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Apéndice C - Fe de erratas

Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Diferencias entre las resoluciones publicadas de los exdmenes y los valores verificados en
este cuaderno.

C.1 - Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o0 mas variables: Hessiano,
Lagrange y problemas aplicados

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2A - Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil,
curvatura, torsion y normal a una superficie

Guia de extraordinario de 1986, grupo 6, ejercicio 1 (propuesto 2A.6.8): en la

resolucién publicada aparecen t = 1, s = 2, el vector normal —2i + 17] + 7IA<, el plano
tangente 2x — 17y — 7z 4+ 98 = 0 y la recta normal x__—21 = y1—+74 = #. El valor verificado es
s=2,t= —1,1_\7: (10,—-1,7), el plano 10x — y + 7z + 14 = 0 y la recta xl—_ol -y _ oz

-1 7

Guia de extraordinario de 1986, grupo 7, ejercicio 2 (propuesto 2A.6.9): en la

resolucion publicada aparecen Ny x N, = —4i +12) y la recta x_—f = y1_—22 z = —6. El valor
verificado es ﬁl X KIZ = (48,—-72,0), paralelo a (2,—-3,0), y la recta x7_3 = y_—_;, z=—6.

C.2B - Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas curvilineas,
gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3 - Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcion
potencial

1ler extraordinario 2018-2, problema 3 (propuesto 3.6.9): en la resoluciéon publicada
aparece W = —2 u.t,, al evaluar la funcién potencial como 1 — (2 + 1). El valor verificado
esW =—1l:cong = f sec?d, p(B) = 1y p(A) = 2.

C.4A - Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas,
volumenes, cambio de variable y teorema de Green

ler final 2018-2, tipo A, problema 5 (propuesto 4A.6.6): en la resolucién publicada
aparece 77, porque se integrd 6 de 0 a 2. La region solo tiene y > 0, asi que  vade 0 a
7; el valor verificado es 77”

C.4B - Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie,
integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Sin erratas registradas en esta unidad.
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Ejercicio 4B.5.14 - Campo radial unitario

Adaptado de: 2° final 2024-1, tipo A, problema 6 (repetido en el 3er extraordinario 2024-1).

xi+yj+zk

X%+ y? + 22

1. F= \:le su divergencia no es constante y no esta definida en el origen, que esta dentro
de la esfera. Se calcula directo.

2. Radio a = 2. En la esfera, /| =2y A =

Calcule el flujo neto de F= a través de la esfera x* + y? + 22 = 4.

Resolucion.

IR

Zoa Fo_ x2+y2+2? _
3. F-p=". 5=
4. Flujo = 1- Area = 47(2)%.

Resultado: 167.

Do~

4B.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,

seccion E.4B.

Ejercicio propuesto 4B.6.1

Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 6.

Calcule el flujo de F=3xi+ 2yj+ 4zk a través de la superficie x? + y? + 22 = 25.
Resultado: 15007.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.2

Adaptado de: ler extraordinario 2018-2, problema 6.

Calcule el flujo de F=xi+ yj+ zk a través de la superficie cerrada formada por el cono

z=4/x?>+y?yelplano z = 2.
Resultado: 87.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 101.
Ejercicio propuesto 4B.6.3
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 6.

Calcule el flujo neto de F= (xzy2 +3x)i+ (—%xy3 + 3y) j+3zkatravés de la superficie
cerrada de un cilindro circular recto con tapas, de radio 2 y altura 8.

Resultado: 2887.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.4
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 6.

Utilizando el teorema de la divergencia, calcule ¢ F-ids para F=zi+x? yj+yizk,
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Apéndice B - Qué vino en cada examen (2016-2026)

Examen

Problemas

ler final 2017-2, tipo A

ler final 2017-2, tipo C

2° final 2017-2, tipo A

ler final 2018-1, tipo A
(el tipo B trae los mismos
problemas en otro orden)

2° final 2018-1, tipo A

ler final 2018-2, tipo A

ler final 2018-2, tipo C

2° final 2018-2, tipo A
(repetido en el 2°
extraordinario 2018-2)
ler final 2024-1, tipo A
(el tipo B cambia los
datos)

ler final 2024-2

2° final 2024-2, tipo A

ler final 2025-1, tipo A

2° final 2025-1, tipo A

ler final 2025-2, tipo A
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rectangulo inscrito con Lagrange - curvatura, torsién, plano
osculador, ar y ay - constantes para campo irrotacional -
trabajo en polares - Green - circulacién

distancia minima con Lagrange - constantes para una
funcién armoénica - curvatura y radio de torsion - integral de
linea sobre una elipse - Stokes - flujo con Gauss

puntos criticos - transformacién y jacobiano - funcién
armonica, campo solenoidal e irrotacional - integral de linea
en cilindricas - circulacién - flujo con Gauss

distancia minima a un plano - triedro y torsiéon de una
interseccién - campo solenoidal e irrotacional en cilindricas -
trabajo en cilindricas - integral de linea cerrada - flujo con
Gauss

caja con tapa - triedro, curvatura, centro de curvatura y
plano osculador - laplaciano - integral de linea en cilindricas
sobre una circunferencia - Stokes - flujo con Gauss

caja sin tapa con Lagrange - ar y ay - radio y circunferencia
de curvatura - trabajo sobre una curva cerrada con campo
conservativo - Green - flujo por un elipsoide

caja inscrita en un paraboloide - longitud de arco -
transformacién lineal y gradiente - trabajo con campo
conservativo - volumen - Green

Lagrange - angulo entre una curva y una superficie
paramétrica - transformacion ortogonal y divergencia -
constante para campo conservativo y potencial - drea con
integral doble - Stokes

puntos criticos - posicion tras recorrer una longitud de arco -
transformacion lineal y jacobiano - trabajo - integral doble
en polares - flujo con Gauss

distancia minima con Lagrange - curvatura - transformacion
lineal en 3 variables - trabajo - rea con integral doble
puntos criticos en 3 variables - ar y ay - gradiente en
curvilineas - trabajo - integral de superficie

extremos en una region cerrada - hélice: longitud de arco y
triedro - transformacion lineal - trabajo por dos trayectorias -
area de un pétalo en polares - Stokes

puntos criticos - tangente, curvatura y plano osculador -
transformacion y jacobiano - trabajo en polares - integral
doble en polares - flujo con Gauss

caja inscrita en un elipsoide - triedro, curvatura y torsién -
transformacion lineal y area imagen - trabajo - volumen bajo
una superficie

Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie, integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Ejercicio propuesto 4B.6.10
Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 6.

Calcule el 4rea del cilindro y = x? limitada por el primer octante y por los planos x = 1y
z=x.

Resultado: 55

-1
12
— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

2

Ejercicio propuesto 4B.6.11
Adaptado de: 2° final 2016-2, tipo A, problema 5.

Determine J:[ xy? dS, donde S es la porcién del cilindro x? + y? = 4 limitada por el primer
S

octante y por el plano z = 2.

Resultado: %

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.12

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 5.

Calcule la circulacién de F = @Cx-2y)i+(y—2)j+(x— z)IAc alrededor de la parte del
plano x + 2y + 2z = 0 que est4 dentro del cilindro x% + y2 = 1.

Resultado: 37” (frontera antihoraria vista desde arriba).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.13

Adaptado de: 1er final 2025-1, tipo A, problema 6.

Mediante el teorema de Stokes, calcule la circulacién de F = Y+ xj+ zkalo largo de
lacurvax? +y2 =1,z = x? + y2.

Resultado: 7 (antihoraria vista desde arriba).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4B.6.14

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 6.

Calcule la circulacién total de F = yZ2 i+ x%z j+xy? kalo largo de la curva x® +y% = 5—¢,
z=1

Resultado: —47 (antihoraria vista desde arriba).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

4B.7 Errores frecuentes

1. Gauss en una superficie abierta: el teorema solo vale si la superficie encierra un
volumen. «Solo el paraboloide» no es cerrada: se calcula directo o se cierra con una
tapa y se resta su flujo.
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rotacional calculados y la integral planteada con sus limites. Solo eso ya vale cerca de la

Apéndice B - Qué vino en cada examen (2016-2026)

1 Volver al indice

Problemas en el orden del examen. Un examen repetido se cita por su aplicacion mas
antigua, con la nota «repetido en...».

Extraordinarios.

Examen

Problemas

ler extraordinario 2018-1, tipo
A

2° extraordinario 2018-1, tipo A

ler extraordinario 2018-2

ler extraordinario 2024-1

3er extraordinario 2024-1 (el
mismo dia se aplico el 2° final
2024-1, tipo A, con cuatro
problemas iguales)

ler extraordinario 2024-2
(repetido en el ler
extraordinario 2025-1)

2° extraordinario 2024-2

2° extraordinario 2025-1

ler extraordinario 2025-2

86

puntos criticos - aceleraciones tangencial y normal, y
curvatura - divergencia en cilindricas - trabajo sobre
una curva cerrada (hipocicloide) - teorema de Green -
flujo por una esfera

puntos criticos - transformacion ortogonal con
parametro - triedro, , 7 y plano osculador - trabajo en
cilindricas - area entre dos curvas polares - circulacién
puntos criticos - gradiente de la divergencia - trabajo
con campo conservativo en cilindricas - volumen con
integral doble - transformacién no ortogonal - flujo
con Gauss

punto critico con parametro k - triedro y planos del
triedro - transformacion, regiones y jacobiano - [ f ds
sobre una hélice - flujo por un paraboloide

puntos criticos en 3 variables - transformacién u, v, w y
gradiente - curvatura de una interseccion - trabajo en
polares sobre un arco - circulacién (Stokes) - flujo por
una esfera

caja inscrita en un cono - tangencia curva-superficie -
campo conservativo y solenoidal - trabajo en polares -
integral doble con cambio de variable - flujo por una
esfera

Lagrange - recta: longitud de arco y curvatura -
divergencia y rotacional en cilindricas - independencia
de la trayectoria y funcién potencial - Stokes -
volumen entre cono y cilindro

puntos criticos en 3 variables - angulo
curva-superficie - transformacion lineal y rotacional -
trabajo sobre una elipse - drea de una superficie - flujo
de un campo cilindrico

costo minimo - curvatura y plano osculador - vector
base, factor de escala y jacobiano - trabajo en esféricas
- volumen bajo un paraboloide - flujo por una esfera de
radio a

mitad del problema.
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i
=l

2. Enla esfera de radio a: n = =1.

3. Flujo = 1- Area = 47d®.

:—ly|7|:a,asique}?-ﬁ:

2
S

4B.3.9 Circulacion con el teorema de Stokes

1. CalculaVx F componente por componente.

2. Elige la superficie mas sencilla con frontera C: el disco o la porcién de plano que
encierra la curva. Sies z = g(x,y), N = (=g —&y 1).

3. Calcula (V x ﬁ) - N sobre la superficie. Si es constante, la circulacion es esa constante
por el area de la sombra.

4. Revisa el sentido de C: evaltia la parametrizacion en dos valores de t. Antihorario
visto desde arriba: signo +; horario: signo —. Si el enunciado no lo dice, usa el sentido
antihorario visto desde arriba y escribelo.

5. Si queda un término con x o y sobre un disco centrado, vale cero por simetria.

4B.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 6.

Calcule el flujo del campo F(x, V,z2)=xi+yj+ zk a través de la superficie esférica
x2+ y2 +22 =9

Datos: F = (x,y,2); S: esfera de radio 3 [u], cerrada; normal exterior.
Planteamiento. La superficie es cerrada, asi que se aplica el teorema de Gauss:

fﬁé F-AdS = m V-Fav
S 14
Resolucion.

dy

1. V-ﬁ: a—x+—+‘9—Z =1+1+ 1= 3, constante.
dox 9y oz
2. Radio v/9 = 3; volumen V = ‘3—‘7[(3)3 = 367.
. Flujo =3-36m = 108r.
x2+y2+2?

9 _ ;
3 —3—3.Flujo

yﬁ~fl:

Wl

3

4. Comprobacion directa: en la esfera, n =
=3-Area=3-47(9) = 1087.

Resultado: el flujo neto es 1087 y es positivo: el campo sale de la esfera.

Con divergencia constante, el problema se reduce a una férmula de volu-
men. Antes de integrar cualquier flujo por una superficie cerrada, calcula la
divergencia.

4B.5 Ejercicios de examen (resueltos)
Ejercicio 4B.5.1 - Area de una porcién de superficie
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 5.

Calcule el 4rea de la porcién de la superficie z = x? — y? dentro del cilindro x? + y? = 2.
Resolucion.
1. gy :2xygy:—Zy,dedondel+g,zc+g32,: 1+4x2 +4y? =1+ 4%
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t

3. s(t):J 10udu = 5¢% — 5.
1

4. 52 —5=40=> 1> =9 =t =3,

5. 7(3) = (4 — 27, 5, 36) = (—23,5,36).

Ejercicio 2A.6.7 <« volver
1. Parametriza con x = t: 7(t) = (¢, t, 2t%); el origen es f; = 0.
2.7 =(1,1,4) = (1,1,0); 7” = (0,0, 4).
3. 7/ xF"” = (4,—4,0), con norma 42; [F’| = /2.
S (1,0) A (L=10) o AL

4. 0)T= 02 B= B8 N =BxT=(0,0,1).

42 442
5. b)k = 2 = i =2

2 22
6. ¢)p= %; centro = (0,0, 0) + %(0,0, 1) = (0,0, %)
7. d) Normal (1,—1,0) por el origen: x —y = 0.
Ejercicio 2A.6.8 « volver

1. 2s+3t =1y —s+ 2t = —4. De la segunda, s = 2t + 4; en la primera, 7t + 8 = 1, asi que
t=—-1lys=2.

. z=2(=1)? = 3(2) = —4: el punto es (1, —4, —4).

?i =(2,-1,-3)y % =(3,2,4t) = (3,2,-4).

N =7Fx7y = (D=4~ (=3)(2), -[(2)(=4) - (=3)(3)], (2)(2)-(-1)(3)) = (10, -1,7).

. Plano: 10(x — 1) = (y +4) + 7(z + 4) = 0, es decir, 10x — y + 7z + 14 = 0.

x—1_Yy+4 _z+4

-1 7

. Recta normal:

Ejercicio 2A.6.9

«— volver

1. El punto esta en las dos superficies: 9+ 4 +36 =49y 9 +4 = 13.

2. N)l = V(x? + 9% + 2%) = (2x,2y,22) = (6,4,-12) y l_\}z = V(x? + y?) = (2x,2y,0) =
(6,4,0).

3. Ny x Ny = ((4)(0) = (=12)(4), =[(6)(0) = (=12)(6)], (6)(4) — (4)(6)) = (48,~72,0) =
24(2,-3,0).

— -2
4. Recta por (3,2, —6) con direccién (2, —3,0): x=3_7Y

E.2B - Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas curvilineas,
gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

Ejercicio 2B.6.1 <« volver

1. a)Vu=(1,-2)yVw=(1,2); Vu-Vv =1—4 = -3 # 0: no es ortogonal.

u,v_l _2_ _ xy\ _ 1
2. b)](E)“1 9 —2+2—4,dedonde]<E)—Z.
3. ¢) Sumando, u + v = 2x; restando, v — u = 4y. Inversa: x =

7= (D) ym (G bk e - £

utv _v-u
2 Y 4
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Ejercicio 4B.5.4 - Integral triple en cilindricas

Adaptado de: 1er extraordinario 2026-1, problema 5.

Calcule JH \x%+ y2dV, donde V es el sélido acotado por z = 0, z = 4 y x> + % = 9.
|4

Resoluciéon.
1. Cilindrode radio3: 0 <6 <27,0<r<3,0<z<4.
2. Integrando \/x? + y? = r; dV = rdrd0dz.

21 3 4 2w 3
J JJ r-rdzdrdGZJ J 4r? dr db.
0 0 03 0 0

4. Enr:4% =36.En 0: 36 - 27r.
Resultado: 72:.

w

Ejercicio 4B.5.5 - Stokes con una curva en sentido horario

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 5.

Mediante el teorema de Stokes obtenga ¢~ F - df, donde F = —yi+xj+ senzk yC :

7(t) = senti+ costj+ 4k.

Resolucion.

1. VxF=(0-0,0-0,1-(-1)) =(0,0,2).

2. C es la circunferencia de radio 1 en el plano z = 4. Superficie: el disco que encierra,
con i = k.

3. (Vx ﬁ) k= 2, constante: HS 2dS = 2 en sentido antihorario.

4. Sentido:t = 0da (0,1) yt = % da (1,0); la curva va de arriba hacia la derecha, en
sentido horario visto desde arriba. El signo cambia.

5. Comprobacidn directa: EP = (—cost)(cost)+(sent)(—sent) = —1,y f02” —1dt = —2m.

Resultado: —27.

Ejercicio 4B.5.6 - Stokes en un plano inclinado

Adaptado de: 2° final 2024-1, tipo A, problema 5.

Calcule la circulacion de F = @2x-2y)i+(y—2)j+(x— z)lAc en una vuelta, en sentido

positivo, a la curva C de interseccién del plano 2x + 2y — z = 0 con el cilindro x% + y% = 1.

Resolucion.

1L VxE=(0-(-1),0-1,0-(-2)) = (1,-1,2).

2. Superficie: la porcién del plano z = 2x + 2y dentro del cilindro. N = (—2,-2,1), hacia
arriba (sentido positivo).

3. (Vx ﬁ) N = =2+ 2+ 2 = 2, constante.

4. Sombra: disco de radio 1, de area . Circulacién = 2.

Resultado: 27.

Ejercicio 4B.5.7 - Gauss en un cono con tapa
Adaptado de: ler final 2016-1, tipo A, problema 6.

Calcule el flujo neto de F=xi+ yi+ zk a través de la superficie cerrada formada por el
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1. fx:—4x(x2—4):0=>x=00x=iz;fy=2(y+l):0=>y:—1;f2=22=0z
z=0.

2. H = diag(16 — 12x2, 2, 2).

3. (0,—1,0): (16,32, 64), minimo relativo; f = —(0 — 4)2 =—16.

4. (£2,-1,0): (—32,—64, —128), signos (—,—,—), puntos silla; f = 0.

<« volver

Ejercicio 1.6.7

1. Vértice (x, y, z) en el primer octante, sobre el elipsoide; lados 2x, 2y, z. Objetivo V =

L X2 y2 22
4xyz; restriccién g = TrtTtT = 1.

2. VV = WVg:dyz = %x 4xz = %y 4xy = %.
ST . . . oAyt 228 fo
3. Multiplicando cada ecuacion por su variable: 4xyz = > =75 = 5 -De ahix=yy
2_9.2
z° = =x°.

4
2 2 2
4. Enlarestriccién:xz+xz+xz:1=x2:§:x:y:&§,yz:§x=\6.

5. Lados:%gx%gx\/g;vzzl.%.\/g:@.

3

Ejercicio 1.6.8 «— volver
1. Objetivo d? = x? + y? + z?; restricciéon g = z — 4x? + 4y* = 5.
2. Vd? = AVg: 2x = —8Ax, 2y = 81y, 2z = A.
3. Factoriza: 2x(1 +44) = 0y 2y(1 — 44) = 0.
4. Casox=0,y=0:z=5,d =5.

o=l 1,1 42 2_39_78 _ N8 2 78 1 _ 19
5. Casox—O,lﬂt— 127 8y18+43i =5=y"= i 64,y—i 3 1de = wta~ o
6. Caso A = —pY=0z=—2y-—c— 4x? = 5, imposible.
7. Comparacion: ? ~ 1.11 < 5. Punto (0, i@, %), distancia ?.

E.2A - Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil,
curvatura, torsion y normal a una superficie

<« volver

Ejercicio 2A.6.1

Lt2=1-t=-1y—t*=—-1danty = 1.
2. v=(2t,-1,-2t) = (2,-1,-2), W] = 3;d = (2,0, -2).

v-d 4+0+4 8
3.0 = — = ——— = -,
19| 3 3
o 8 (2,-1,-2) 1
4 Gr = - - ——2= = —(16,-8,—16).
T—3 3 5 : ) .
5.dy=d—ar = §(18, 0,—18) — 5(16, -8,—16) = 5(2,8, —2). Comprobacién: ay - v =

%(4 —8+4)=0.
<« volver

Ejercicio 2A.6.2

1. e =¥ = ty = m. Comprobacién: cos 2z = 1.

2. 7/ = (2¢%, —2sen2t, 0) = (2¢%7,0,0); 7" = (4e*, —4cos 2t, 0) = (4¢°™,—4,0).
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El enunciado tiene dos detalles: In y no esta definido para y < 0, y el plano
inclinado queda por debajo de z = —2 donde x + y < —4. El problema se
resuelve formalmente con el teorema de Gauss, como arriba.

Ejercicio 4B.5.11 - Gauss con integracion en cilindricas

Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 6.

Obtenga el flujo neto de F= 4xyzi+ x%yj - ZyZZIAc a través de la superficie cerrada

formadaporz=0yz=4-x%—y2

Resoluciéon.

L. Py =4yz,Q), = x%, R, = —4yz: V- F=x2

2. S0lido: 0<z<4—r2,0<r<20<0< 21 Conx?=r?cos?6:

21 (2 (412 o 2
3. Flujo = J J J r? cos? 0 rdzdrdf = J cos? GdQJ (4r* =) dr.
0

0 0 Jo 0
4. JOZﬂcoszedG =y j()2(4r3 —r)dr=16— %4 = %.
Resultado: 167”.

Ejercicio 4B.5.12 - Campo en cilindricas a través de una caja

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 6.

Calcule el flujo neto del campo E(r, 0,z) = ré, +zé,, expresado en coordenadas cilindricas

circulares, a través de la superficie cerradadelacaja0 < x < 1,0<y <3,0<z< 4.

Resolucion.
1. Fb=r,Fp=0,F, =z

190r) _2r _, 190 _ o 9z _ Tz
2. S5 == =272 =0;5 =1Entonces V- E =3,

3. Comprobacién: ré, +zé, = xi+yj+ zk, con divergencia 1+ 1+ 1 = 3.
4.V =1-3-4=12 Flujo=3-12.

Resultado: 36 (sin 7: el solido es una caja).

Ejercicio 4B.5.13 - ;Entra o sale el fluido?

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 4.

Suponga que ﬁ(r, 0,z) = rcosfé. + rsenfé + zé, modela el flujo de un fluido. En el

punto A (17, ?’T —2), ;es mas el fluido que entra del que sale?
Resolucion.

1. Término 1: 7 F, = r% cos 0; derivado respecto a r, 2r cos 0; entre r, 2 cos 0.
2. Término 2: Fy = r sen 0; derivado respecto a 0, r cos 0; entre r, cos 6.
3. Término 3: & = 1.
0z
4. V-F=3cosf+1.Los Valolres r =17 y z = —2 no intervienen.
5

.EnQ:Z?ﬂ:B(—%)+1=—5<O.

Resultado: V- F(A) = —%: el punto es un sumidero y si entra mas fluido del que sale.
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Apéndice D - Fuentes y bibliografia

1 Volver al indice

Examenes de los que se adaptaron los ejercicios:

Examenes extraordinarios de Calculo Vectorial, semestres 2018-1, 2018-2, 2024-1, 2024-2,
2025-1, 2025-2 y 2026-1, algunos con su resolucién publicada. Facultad de Ingenieria,
UNAM.

Primeros y segundos examenes finales de Calculo Vectorial, semestres 2016-1 a 2018-2
y 2024-1 a 2025-2, varios con su resolucion publicada. Facultad de Ingenieria, UNAM.

Material de consulta:

Belaunzaran Garcia, E.; Frontana de la Cruz, B.; Gomez Saavedra, R.; Gonzalez Gutiérrez,
E.; Patifio Ramirez, J. A.; Rivas Gomez, S. Apuntes de Calculo Vectorial. Facultad de
Ingenieria, UNAM, 1981.

Gonzalez Gutiérrez, E.; Patifio Ramirez, J.; Tristan Lopez, A. Guia de estudio para
presentar examen extraordinario de Calculo Vectorial. Facultad de Ingenieria, UNAM,
1986.

Ramirez Manny, P. Serie de Calculo Vectorial (problemas resueltos).

Series de ejercicios de Calculo Vectorial: 1. Maximos y minimos; 2. Funciones vectoriales;
3. Integrales de linea; 4. Integrales multiples. Facultad de Ingenieria, UNAM.

Pita Ruiz, C. Calculo Vectorial. Prentice-Hall Hispanoamericana, 1995.

Marsden, J. E.; Tromba, A. J. Calculo Vectorial. Prentice-Hall Hispanoamericana, 1995.
Programa de la asignatura Calculo Vectorial (clave 0063), plan de estudios 2010. Facultad
de Ingenieria, UNAM.
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donde S esta formada por el cilindro x? + y? = 4 y los planos z = ~1y z = 1.
Resultado: 167.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.5

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo A, problema 6, repetido en el tipo B.

Calcule el flujo neto de F= (x3 +In z)i + (ex - 3x2y)j + (cosx + z)lAc a través de la
superficie cerrada formada por z = 0, y + z = 16 y x* + y* = 4.

Resultado: 64r.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.6
Adaptado de: 2° final 2017-2, tipo A, problema 6.
Calcule el flujo neto de F= (x2 —yz)i+ (z2 —2xy)j+ (z2 - xy) k a través de la superficie

cerrada limitada por el semicono x“ + y* —z“ =0,z > 0, y el plano z = 3.

Resultado: 817”.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.7

Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo A, problema 6.

Sea S la superficie 9x% + 9y + 4z = 36 y sea F= (senz - yzx)i + (cosz - xzy)j +
(4z — 9) k. Calcule el flujo neto de F a través de .

Resultado: %.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.8

Adaptado de: ler final 2016-1, tipo A, problema 5.

Calcule JH x2 + 92dV en la regién D limitada por x% + y2 = 16,z = -5y z = 4.
\ y g p y y
Resultado: 3847.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.9

Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 6.

Calcule el 4rea de la parte de la esfera x? + y% + z2 = 16 localizada en el primer octante y
limitada por los planos x =0, y = xy z = 0.

Resultado: 47 v’

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.
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Apéndice B - Qué vino en cada examen (2016-2026)

Examen

Problemas

2° final 2025-2, tipo A

puntos criticos - triedro y plano normal - campo solenoidal
en cilindricas - trabajo sobre un tridngulo - area entre
parabolas - flujo con Gauss
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NS N

~

10.

11.

12.

, 1 4
. Formulas de volumen: el cono lleva -; la esfera, 3V 3 nor2.

. Campor/

. Divergencia incompleta: son siempre tres derivadas. Si una letra no aparece en su

componente, ese término vale 0, pero se escribe.

. Derivar respecto a la letra equivocada: P con x, Q con y, R con z. Nunca P con y.

2

Radio contra radio al cuadrado: x? + y? + z% = 25 tiene radio 5.

. Divergencia en cilindricas: el primer término se multiplica por r antes de derivar:

V-(ré)=2,nol.
7l: no tiene divergencia constante; el flujo por la esfera es su area, 47a?.

. Orientacion: «hacia la parte negativa del eje Z» cambia el signo de N = (=&x—8y> 1)
. Sentido en Stokes: revisa la parametrizacion con dos valores de t. (sent, cost) va en

sentido horario.

Olvidar el jacobiano: dV = rdr df dz en cilindricas y p? sen ¢ dp dp df en esféricas;
en la esfera, dS = a® sen ¢ d¢ db.

Simetria mal usada: [[| x dV = 0 solo si el sélido es simétrico respecto al plano x = 0.
En un octante no se anula.

Signo de la divergencia: negativa significa que entra mas fluido del que sale; positiva,
que sale mas.

4B.8 Formulario de emergencia de la unidad

z = glx, y): N= (=8x» =&y 1),dS = |1 + g% + g5 dA - paramétrica: N =7, x7,
Esfera: dS = a® sen ¢ d¢df, i = 7/a - cilindro: dS = adf dz.

Flujo: [[4 F-AdS = [[, F - (7, x 7,) dudv.

dV': cilindricas r dr d6 dz; esféricas p? sen ¢ dp d¢ db.

Divergencia: Py + Qy, + R, - cilindricas: %ar(rFr) + %89F9 + 9,F,.

Gauss: §bg F-AdS= Iy v- FdV (cerrada, normal exterior).

Rotacional: (R, —Q;, P, — Ry, Qx — P,) - Stokes: § F-df = (v x F)-1dS (antihoraria
desde arriba con normal hacia arriba).

Esfera %7m3, area 47a? - cilindro 77%h - cono %mzh - paraboloide z = h — r%: %nhz.
2y3/2
[ N1 +4r2dr = % . f02ﬂc0529d9 =r- Ig[senqﬁdqﬁ =2.

4B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

5.
6.

Escribe qué tipo de problema es: area o integral de superficie, flujo directo, triple, Gauss
o Stokes.

. Para un flujo: ;la superficie es cerrada? Si si, escribe el teorema de Gauss y calcula la

divergencia término por término.

. Con divergencia constante: medidas del so6lido, volumen de tabla y producto. Con

divergencia variable: simetria primero, luego la integral triple en cilindricas o esféricas.
=

. Para Stokes: rotacional, superficie mas sencilla, N, producto punto y sentido de la

curva.
Escribe el elemento (dS o dV) con su factor antes de poner limites.
Recuadra el resultado exacto vy, si es un flujo, di si sale o entra.

Si no se encuentra el camino, escribe el teorema que corresponde, la divergencia o el
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Apéndice B - Qué vino en cada examen (2016-2026)

Examen

Problemas

2° extraordinario 2025-2

ler extraordinario 2026-1

tanque con extremos semiesféricos - ar, an, Ky T -
transformacion x = u2 —v2, y = 2uv - divergencia en
cilindricas - trabajo contra la gravedad en una hélice -
flujo con Gauss

tanque de costo minimo - transformacién u = x? — y?,
v =2xy - [ f ds sobre un segmento - constantes para
campo solenoidal y conservativo - integral triple en
cilindricas - flujo por una esfera

Finales. Mismo formato.

Examen

Problemas

ler final 2016-1, tipo A

ler final 2016-1, tipo C

2° final 2016-1, tipo A

ler final 2016-2, tipo A

ler final 2016-2, tipo C

2° final 2016-2, tipo A

ler final 2017-1, tipo A

ler final 2017-1, tipo C

2° final 2017-1, tipo A

puntos criticos en 3 variables - curvatura y torsion -
constante para campo conservativo y potencial en polares -
trabajo en polares - integral triple - flujo con Gauss

caja sin tapa de costo minimo - curvatura de una curva plana
- gradiente con una transformacion - trabajo en polares
area entre curvas - circulaciéon

puntos criticos en 3 variables - aceleraciones tangencial y
normal - laplaciano en cilindricas - integral de linea por
segmentos - area con Green - area de una porcion de esfera
lata con Lagrange - constantes para transformacion
ortogonal y gradiente - trabajo - longitud de arco y
aceleracion normal - rea de una porcién de plano - flujo con
Gauss

extremos con restriccion - particula: posicién, ar, ay y
curvatura - divergencia y rotacional en cilindricas - integral
de linea |- RxdF - circulacién - flujo con Gauss

puntos criticos en 3 variables - angulo entre superficies -
transformacion ortogonal y laplaciano - integral de linea con
campo conservativo - integral de superficie - flujo de un
campo cilindrico

puntos criticos en 3 variables - curvatura, torsion, ar y ay -
laplaciano en curvilineas - trabajo - flujo con Gauss - area de
un cilindro

caja con tapa de volumen maximo - triedro moévil -
laplaciano en cilindricas - funcién potencial - area con
integral doble - flujo con Gauss

distancia minima y maxima con Lagrange - curvatura de una
interseccién - integral de linea cerrada - transformacién
ortogonal - trabajo con Stokes - flujo con Gauss
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Apéndice A - Formulario Apéndice A - Formulario

Apéndice A - Formulario Tema Expresiones
1 Volver al indice Superficie, triples, dV =rdrdfdz - dV = p’senpdpdp df - area:
Stokes y Gauss (U4B [ 21 02 dA .7 = N = (=g — . .
Geometria que se usa en los problemas aplicados: Y (U4B) I _)1 &8y dAﬁ z=g(xy): N_)_ (—8v =8y, 12 (iauss.
= Cilindro: V = 7r?h - pared 27rh - base y tapa 27r? (si est4 abierto, 7). $pF-AdS=[[JV-FdV -Stokes: $ F-dF = [[(VxF)-NdA

= Esfera: V = %ﬁrs A =47r? . cono: V = %nrzh.
= Caja: V = xyz - con tapa A = 2(xy + xz + yz) - sin tapa A = xy + 2xz + 2yz.
Calculo base (sin calculadora):

/
o Jsecudu=tanu - flnxdx = xlnx—x - frevdr =S [T+ ady = Q0T
. J‘OZHCOSZng:”.J'(;TsCIWqus: 2. sen0 = 1—cc2>szel

= cosh’?t — senh’t = 1- (cosht)’ = senht - (senht)’ = cosht.

Tema Expresiones

Extremos (U1) puntos criticos: Vf = 0-D= fexfyy — fxzy: D>0,fu>0
minimo; D > 0, fy,, < 0 maximo; D < 0 silla; D = 0 no decide - 3
variables: (A, Ay, Az) = (+, +, +) minimo, (—, +, )méximo,
otro con A3 #0 s111a Lagrange: Vf = AVg, g

(r/ %n>rm

Curvas (U2A) T=1 .B=1X" Xi N=BxT k=01 o
\r L [F/xr | [ [P/ |2
ar = v cay = \le‘al s = [|F’|dt - plano osculador L B, normal

T
1 T, rectificante 1 N - tangencia: 7’ - VF = 0 - angulo

curva—superﬁme. seno = | T

Coordenadas directa x(u, v): hy, = |F,], é, = 7,/hy, - inversa u(x, y): h, = 1/|Vul,
curvilineas (U2B) é, = Vu/|Vu| - ](%) = (1 > - ortogonal: | J| = h,h,h,,
> g
xy
a, = a-é, - cilindricas h = (1,r, 1) - esféricas h = (1, psen ¢, p)

Operadores (U2B) vf=7Y, %Z—;é,— .

V-F= hlh;z}h [01(hahs Fy) + 92(h1h3 Fy) + 95(hihyFs)] -
hié;  hyéy  hsés
3 9 &
hiF; hyF, hs3F;

(esféricas: (p, ¢, 0)) - solenoidal: V- F =0 - irrotacional: Vx F = 0
Integrales de linea [ fds = [ fFE@)F’@®ldt - [~ F-dF = [ FFE®) -7/ (t)dt -
(U3) segmento ¥ = A+t(B— A),t €[0,1] -

VxF= (Ry = Q;, P, — Ry, Oy — P) - conservativo:

W = ¢(B) — ¢(A) - curvilineas: df =Y. h; dq; é;
Integrales dobles dA=rdrdf-dA = |]( )| dudv -V = [[(ziecho — Zpiso) A -
(U4A) Green: § Pdx + Qdy = ﬂ(Qx — Py) dA (antihorario)

con (g1, g, g3) dextrogiro
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